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Wniesiono na posiedz. Wydz. mat.-przyr. z d. 6 czerwca 1898; ref. czł. Karliński. 
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W kilku rozprawach ') zajmuje się L. Fuchs, Schlesinger i R. Fuchs 
związkami, szczególnie dwuliniowymi, które zachodzą między peryo- 
dami całek hypereliptycznych, rozważanymi jako funkcye jednego 
z punktów rozgałęzienia. Funkcye te czynią zadość pewnym równaniom 
różniczkowym, które należą, jak dowiódł L. Fuchs, do jednej i tej 
samej „kategoryi równań* i właśnie, stosując twierdzenia o „przy- 
wiedlności* i inne ogólne własności takich równań, wyżej wspomniani 
autorowie częściowo wyprowadzają, częścią tylko okazują istnienie 
owych związków między peryodami. 

Metodę tę, wymagającą wielkiego aparatu i żmudnych rachunków, 
można bardzo znacznie uprościć, jeżeli się wprowadzi za podstawę ro- 
zumowania równanie różniczkowe, z sobą samem sprzężone, któremu 
czynią zadość peryody pewnej całki hypereliptycznej gatunku pierw- 
szego. Wówczas można obyć się bez pomocy ogólnych twierdzeń 
i twierdzeń o przywiedlności, tyczących się równań tej samej kategoryi 


1) Literaturę tego przedmiotu podałem w pracy „O peryodach całek hyp. ro- 
dzaju p=2*, drukowanej w Pracach matem. T. IX, gdzie niektóre ustępy są szcze- 
gółowiej omawiane. 
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(własności te raczej same z siebie wynikają), a nadto można wtedy 
o wiele łatwiej, i to z zupełną dokładnością, wyrażenia dwuliniowe 
peryodów i inne otrzymać we funkcyi zmiennego punktu rozgałęzienia. 


$ 1. 
Jeżeli przez 
MB OPÓR 2 


oznaczymy punkty rozgałęzienia powierzchni Riemanna dwuliściowej, 
to, jak wiadomo, powierzchnię tę określa równanie 


y’ = W (x) (x—z), 
gdzie 
fp (2)=(x— ky) (x— ka) ....(1—k,,). 


Wówczas całki hypereliptyczne, należące do tej powierzchni można 
przyjąć w kształcie 


í) (z= = 


-_— n R dx y 
Vy, (x) 
gdzie 2%=m jest liczbą całkowitą. 

Jeżeli przez [ rozumiemy jakikolwiek tor zamknięty na po- 
wierzchni Riemanna, nie dający się ściągnąć do jednego punktu, to 
całka powyższa wzięta wzdłuż toru Z będzie jej peryodem 


(2) skm ky dz . 


Wyrażenie (2) rozważajmy, wraz z Fuchsem, jako funkeyę zmien- 
nego parametru z. Funkcya ta czyni zadość równaniu różniczkowemu 
jednorodnemu liniowemu rzędu 2p-go: 


8) È Q, Owo), 
gdzie 
d'u 
u~ = I’? 


1) Schlesinger: „Handbuch der Theorie der linearen Difigl. ete.* Bd. II. p. 473. 


www.rcin.org.pl 


O PERYODACH CAŁEK HYPERELIPTYCZNYCH. 65 


(2p— Y) 
RORY 25—2p—v Y» (2) 
(4) 29,(,=[(-9- E-I (£—2)....(6—v) (2p--v)!' 


Nadając w powyższych wzorach (1,..,4) na 24 rozmaite wartości 
całkowite nieparzyste, otrzymamy rozmaite SĘ Abelowe, ich peryody 
i tym ostatnim odpowiadające równania różniczkowe. Między temi ró- 
wnaniami na szczególniejszą uwagę zasługuje równanie, należące do 


wartości 
24=2p—1. 


Dla tej wartości otrzymujemy z (4) 


(2p—V) 
3 (+1) 2- p (2) 
Że, (= (=D p=3)0R=0).. Qn=M-1l (REM 


albo, dzieląc całe równanie przez 


2 Qop RS 1 ka 9:P—t 
W(z) Gr (2p—3)(2p—5)...3.1.1.3....(2p—1) 


i nazywając W, (2) xa = dev; 

otrzymamy równanie 

(4) $ %_ KZ WY (z). sko = 0 2 

gdzie 

(5) DW 2p—v+1 (2p—2v+3) (2p—2v+5)... (2p—1) 
. py" FZZ" 


2 v! 
Ap =P, p= l. 


O równaniu (4) twierdzimy, że jest z sobą samem 
sprzężone. 


Kładąc w (5) p+1 zamiast p, otrzymamy 
PRSS CE AFD OES PEI EED 


Qipjs=v ki TOVE y! 
a zatem 
i „  _ 2P—y+2 (2p—2+5) (2p—24+7) ... (2p—1) 
Aptv — Apy = ~ gv— TE TEE URN 
=. Apia 
Rozprawy Wydz. mat.-przyr. T. XXXVII. 5 
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Mamy zatem związki: 


Gs PES dpv 5 (o AYN 
(6) 


+1 1 A, 48 r NE PERS 
Cis = A =la a. 


Jeżeli więc dla krótkości lewą stronę równania (4) nazwiemy 
D,(V,, u), to na mocy związków (6) otrzymamy związek 


Dy (Wos u) engi D, (Ups uw”) = D, (Wo; u) aja o” zj jg w, 


który wyraża tę własność, że jeżeli wielomian różniczkowy D„(V,, u) 
jest z sobą samym sprzężony, to także wielomian D,;,(V,:;,, u) jest 
z sobą samym sprzężony. 

Ponieważ zaś wielomian D dla p=1: 


D, ($4, W) = pu” +p w Hiu 


jest, jak łatwo sprawdzić, z sobą samym sprzężony, zatem twierdzenie 
nasze o równaniu (4) jest w zupełności udowodnione. 

Równaniu (4) jako z sobą samem sprzężonemu możemy nadać 
kształt, wprowadzony przez Jacobi'ego: 


(47) Y cy (EV (2) u- e- 0, 
gdzie 
PE E 1E T E 1 
a A at. D ~ 93y i k Cr 1238 ? (y= 1. 


Zauważmy, że dla 2%=2p—1 całka (1), t. j. 
x xr—z)? ( (rz) 
(1) j= | dx = \ T p EN da 
Vy (x) W (x) (x—2) 
jest całką gatunku 1-go, z której pozostałe (p—1) całek j™ 
[m =1,... (p — 1)| tegoż gatunku otrzymamy, biorąc kolejno (p — 1) 
pochodnych j względem z: 


Równaniu więc (4) czynią zadość peryody u całki 
gatunku 1-go, a ich (p—1) pochodnych względem z są 
peryodami pozostałych całek tegoż gatunku. 

$2. 


Peryod dowolnej całki hypereliptycznej można przedstawić jako 
sumę algebraiezną peryodów „elementarnych“, posiadających tę wła- 
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sność, że ich tory okrążają (w kierunku np. ujemnym) tylko punkt z 
i któryś z punktów rozgałęzienia: k,, ką,...ką,. Jeżeli taki tor, okrąża- 
jący punkt z i punkt k,, i odpowiadający mu peryod nazwiemy s,, to 
przy obiegach punktu z około wszystkich punktów osobliwych k, w kie- 


runku ujemnym otrzymamy podstawienia liniowe: 


(1) S. =>8; » t1=h 
S; ai S; -+ 28, ” i z h. 


Nadto zauważmy, że dla równania (4) równaniem zasadniczem okre- 
ślającem w punkcie osobliwym k, jest równanie: 


(8) k(k—1)(k—2).:(k—p+1)(k—p)..:(k—2p+-2)—0, 


skąd wynika, że wykładniki całek u są dla punktów osobliwych k, do- 
datne, lub co najwyżej równe zeru. Z tej ostatniej uwagi i z równań (7) 
wynika, że w okolicy punktu k, całki s, mają rozwinięcia: 


zę 


= $, 6—k,) + 


; 108 (z—k,), da i Æ h, 


(9) zaś 
5, = HB, (z—k,) , 


gdzie %,, J, są szeregami potęgowymi, o potęgach całkowitych doda- 
tnych, argumentu (z— ky). 

Rozwinięcie dokładne całki s, w okolicy punktu osobliwego k, 
łatwo jest znaleźć w następujący sposób. Jeżeli z znajdzie się w pobliżu 
punktu k,, to tor całkowania (okrążający z i k,) możemy uważać za 
koło C, zakreślone z punktu k, jako środka promieniem r= |z—k,| tak 
małym, że na jego polu, oprócz punktu z, nie znajduje się żaden 
z punktów osobliwych k,, dla ¿=h. W tem kole mamy więc roz- 
winięcie 

(z—k in) 


[e © 
> A ` xm) RAF == 
Sha Ł (Sy Js=k, m . ! 


, 
mo 


ACZ 


m (2p 3) (2p 5) A (2p 2m 1) (. (x—k,) R 
c y p(x) 


gdzie 


s 
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Ponieważ zaś w okolicy punktu k, jest 


PODOLA dy OA T OE A L S E S R | 
zatem 


6m) =0 dla m<p—2, 


(8779) 4, RES (1P f E A 2 y (ko) 3 ri, 
(89), = (—17 ZŻGÓPZE y TE qr zwi. 


Jest zatem w okolicy punktu k,: 


Li ze a ŻABA, ~; "2 
[X Ey Yy (Z k)+... | 
Ze wzorów (8), (9) i (10) wnosimy, że wszystkie (p—1) pochodnych 
funkcyi s,(z), dla ih, to jest wszystkie 
smg) dla m=0, 1, 2,....(p—1), izh 


posiadają w okolicy punktu k, rozwinięcia na szeregi: 


> 


s” = R™ (z—k,) + log (z—k,), 


(11) zaś 
s™. = e (z—k,). m=0, 1, 2,..p—l. 


Stąd zaś wynika, że wyrażenie utworzone z sf” w sposób nastę- 
pujący: 
Wy” = St” s” — g”sf”, dla mzn=ó, 1, 2,...p—l, 


posiada w okolicy punktu osobliwego k, rozwinięcie na szereg kształtu: 
(12) Ur; = Q (2—k,) + Q (2—k,) log (z—k,), 


gdzie Q i Q, są szeregami potęgowymi o całkowitych i dodatnych po- 
tęgach argumentu: z—k;,. 
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"AE 4 


Korzystając z tego, że przy obiegu około punktu osobliwego 
k, nietylko całki s,, lecz także wszystkie ich pochodne: sf” ulegają 
podstawieniom (7) zauważymy wraz z Fuchsem, że funkcya w”*" zło- 
żona z funkcyi up,” w sposób następujący: 


W = — Wa” Tę Mas — Masę ro: (10 Wa 
— Ur" Mea" — 2 b Uw 
ej. "leo Oahu? (18) 
— Um n zp) 


pozostaje przy obiegach zmiennej z około wszystkich punktów osobli- 
wych k, a więc także przy obiegu z około z = œ, bez zmiany. 

Wyrażenie to (12) zmieniać może tylko swój kształt zależnie od 
tego, jakie peryody liniowo od siebie niezależne weń wprowadzimy. 
Wprowadzając zamiast torów i peryodów s, tory i peryody „kanoni- 
czne“ Riemann'a, nazwijmy je a,, b, (i = 1,2,... p), 


a 


t. j. kładąc: 


a! „(m) <= 
(14) a” = — s” + sw —... — S$, Sp; T=l1,2,...p, 
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zaś 
bę” = gm” 
(14) BY” SI 7 (gf + Ba; Tae 2, 3, -- P, 
otrzymamy: 
i iP ; 
43) W” * = UA DB — D). 
„aż | 


Ponieważ, jak zauważyliśmy, wyrażenie w” " pozostaje przy obie- 
gach około punktów osobliwych bez zmiany, i ponieważ funkcya ta 
nie posiada punktów istotnie osobliwych (nie posiadają ich bowiem 
także st”), więc jest to funkeya jednowartościowa algebraiczna, t. j. 
funkcya wymierna zmiennej z. Nadto w rozwinięciach (12) dla 
m<n=0,1,2,...p— 1 wyrażeń uż;”, a więc i w rozwinięciu funk- 
cyi w” " nie zachodzą potęgi ujemne, wyrazy zaś zawierające logaryt- 
my muszą zniknąć z powodu jednowartościowości funkcyi w” *". Stąd 
wynika, że dla m <n=0, 1,...p— 1 jest w”" funkcyą całkowitą 
wymierną: 


(16) w” = g (2) Meen 0, A herr 4) 
co przedstawia związek dwuliniowy między peryodami af”, b$” i pe- 


ryodami af” b/” całek gatunku 1-go. Takich związków różnych od 
siebie jest: aż Ę 

Pozostają tylko jeszeze do określenia funkcye g (2). 

W tym celu zauważmy, że całki jg” w bardzo ioy sposób 
wyrażają się przez tak zwane całki „normalne“ 
ERFENIS 


T 


OE 1,...(p,— 1); 
mianowicie jest: 
jO = 1, += 1y (7-1) gr T, 


(2p — 3) Rp — 5)...(£p — 2m — 1) 
gm : 


kw EE 


Zowiąc więc peryody całek J™® na torach a,, b, powierzchni 
Riemann'a odpowiednio 


( ( 
AP, BP, 
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mamy dwa uklady po p równań: 


r=zp—m—1 


af = lm E(— 17 07779 2 A” (16) 
b = LE YET) e Br (17) 


Z równań tych (16) i (17) możemy nawzajem wyrazić peryody 
A”, B™ przez peryody a$*, b”. 


Ponieważ wyznacznik prawej strony równań (16), (17): 


KA... Hz 14, —CT)JKCTIK . AEJECTOBEBGEKOZA 
0. Eka YE. wiz: 
0, 0, 0, 1 
jest liczbą stałą, niezależną od z, zatem AĄ{™® wyrazi się liniowo przez 
a; — podobnie Bf” przez bf” — i spółczynniki tych wyrażeń będą 
funkcyami całkowitemi wymiernemi zmiennej z. 


Tworząc więc wyrażenie U”*" z peryodów A, B, w ten sam 
sposób jak u™” z peryodów a,, b,, otrzymamy: 


U" " = È (A™ BY — AP B™) = G (2), 


gdzie G, „ jest funkcyą również całkowitą wymierną zmiennej z. 

Wiadomo jednak, że wszystkie peryody 4f, B? m=0...p—1 
całek normalnych gatunku pierwszego posiada w okolicy punktu 
z = w rozwinięcia kształtu 


27? (BO) + zr R, (1) log 2) 


gdzie P, PB, są szeregami potęgowemi całkowitych dodatnych potęg 
argumentu 4. 
Stąd wynika, że funkcya całkowita wymierna Q, „(z) posiada 


w punkcie z = oo wartość zero. Jest więc tożsamościowo: 
Gu, „ (2) = 0. 


pP-1) 
2 
dami całek normalnych 7”: 


A zatem, mamy związków między peryo- 


U" " = 0, m<n=0, 1,...p — 1; (18) 
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a stąd wynika tyleż związków międzyperyodami ea- 
lek j™: 


(19) Ww" ==0 m<n=0, 1...(p— 1). 


SK 4 


Biorąc pochodne wyrażeń (19) względem z, łatwo się przekonać, 
że także te wyrażenia 


(20) | u” " = 0, 


dla których — m+n<2p—24 n>p>m; 
(nowych tych związków jest znowu > Nadto okaże się, że 


y” Pm — y Dor PETE ee a e a (— p= PY 7* a to jest, że: 
(21) U” " =(— 1)" -R(2), m-n=2p—l m<p<n. 


Funkcyę tę R (z) znajdziemy przy pomocy równania różniczko- 
wego (4). Jakoż z (21) otrzymujemy przez różniczkowanie: 


uni um" = (— 1)" R (0), 
a więc: 
w” 2p -+ u” 2p—1 

aż kici 206084 


AE y” 72 + u” 9" = 


nl 
SZK 


R AS 
w 


a 


(— 277 yr- P+? + (— ee urter = R (z2) 
(— y A y?r P+ = R (z) 
skąd sumując: 
(22) w * = pik (2). 
Z drugiej jednak strony przy pomocy równania (4): 
Ju” +py u" + ana Y u +-...+ay”u=0 
i z uwagi na związki (19) i (20) znajdziemy: 


Vu” 2p + p y ye PP"! = 0, 
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czyli z uwagi na (21) i (22) 


PR @+Y RE =0, 
skąd 


d R(=; . 


W celu znalezienia wartości ilości stałej c rozwiniemy (co naj- 
dogodniej) funkeyą w””*” w okolicy punktu rozgałęzienia k, na szereg 


potęgowy. 

Uwzględniając wzory (7) i (14), łatwo zauważyć, że wszystkie 
całki a, i b, z wyjątkiem całki a, pozostają przy obiegu około pun- 
ktu k, niezmienione, zaś całka a, ulega podstawieniu 


a, =a, — 2b,. 
Stąd na podstawie równań (11) wnosimy, że w okolicy punktu 
k, istnieją rozwinięcia: 
bm” 
af) = BĘ (—k.) + —5 log(—k,) 


a” = = Bo (z — k,) $ == 2,3...0 
dY = BW (z — k,) t = 7,2...D 


(23) 
m =0,1,...p—l. 


Co się tyczy b, = s„ to całkę tę rozwinęliśmy w $ 2-im (10) 


T s: p-.1.3...2p—3 S mA RU 
b,= ( 1) 9P—: 2ri (p-1)! 
1—1 1 "1-3 i 
| = ga! -  (6—k) +..]; 
stąd 
"Ho p—1 2:3; R; A 5 s% 
be =(— 1) -P *2ni| ya zYY te- kt. T 
zaś 
Pa (— gy 3 X. A PA 


9p+2 
Ponieważ według (23) 


(p—1) 
ag- = Pe (e — k) + log(z— ki), 
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zatem 


aP = PLA S TE 1 EJ += gn (z—k,). 


ri 
Jest więc 
2 b (p—1]2 1 > 
op VP — apop =P" PE — NO — BETI,” 
zaś 

ad — api =Q i=23...p, 

gdzie Q jest szeregiem potęgowym, o potęgach dodatnych, całkowitych 
argumentu (z — k)). 


Mamy zatem s 
Ber aa E 2 zz z +%Fe-k). 
Ponieważ zaś 
c c 
"O SĘ. + 9. (z — k 
więc 
2p — 3 
mi =) a 
tak iż 
W” * = Ri E a E 570) 
Cear rw e 
(24) dla m + n= 2p — 1, m < m. 


Mamy zatem twierdzenie: 
p (p— 1) wyrażeń (19, 20) u™", dla których m-+-n<2p—2, 
m <mn są równe zeru, zaś p wyrażeń (24) u™", dla których 
m + n=2p— 1, m<n są równe 


BM peit Y | ai 1 


=" KTOŚ 


8. 5. 


Z kolei wyprowadzimy związki między peryodami całek gatun- 
ku 1-go i 2-go. 
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Jako całki gatunku 2-go przyjmujemy funkcye otrzymane przez 


całkowanie wielokrotne względem z całki gatunku 1-go: j, mianowi- 
cie funkcye: 


BE” = ((...fde.(jdz n=0,12,...p = l, 


to jest 
i pH (eee aiaa 
E™ = (—1P+ rN BE esa 
CD" p-ti. ptm- yje 4% 
E’ = E. 


Peryody tych całek E™ nazwijmy ogólnie v™® (v = v), a jeżeli 


będzie szło o peryody v” na torach a,, b, powierzchni Riemanna, 
to dla krótkości oznaczmy je przez: 


vm = x” W = Ql,<«0,0 1 
ng; = gm pał dc. gfk. 


Z równań (4) otrzymujemy: 


Cp VP W = — Cpi (WA w) — Cp- WPW) —...— c, (W u775)230 — 
= Co (U UP), 


Całkując to wyrażenie względem z, otrzymamy: 


Ca UP) v=—0-, i wilków uw — 1. PR (Yra u") SEREN cy” u?) (pz) 
— Co (U u77)77% h (25) 


Całkując zaś (25) względem z n razy, mieć będziemy !): 


dz YB YB = dh pe- ye- — d, JP W +... + (— 1Y dzy y + 
+ (— 1) dr 4779 u + (— 1 dY" +..: + 
+ (— Ho dź, LODA u” 79 -+ (8 dż, WESA y+» PEA 
— 0 (U u) Ę 


(26) 
Spółczynniki dy otrzymuje się ze wzorów: 
d= Ed, dz, = 
szi 


=0, da” E a 


1) Podstawiając w (26) za n = 0, 1,...,p— 1, można wyrazić peryody całek 
gatunku 2-go jako funkcye liniowe peryodów całki u i jej (2p— 1) pochodnych. 
Spółczynniki tych funkcyi będą funkcyami całkowitemi, wymiernemi, zmiennej z. 
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Związki dwuliniowe między peryodami całek gatunku 1-go: a/”. 
bf” i peryodami całek gatunku 2-go: af”, B® będą miały kształt: 


izp 
mP” = - (a BMW — a” Bim) m, n =0,1,...p — 1; 


jest ich więc p°. 
Na podstawie wzoru (26) otrzymamy: 
dz W 0? == dY" 0" m — dY w" "+... +- 
(27) -|- (— 1) PS m™ Se (— róg PB parm u” ? <- 
H= L dyw +... — YU", 
Wzór ten jednak bardzo się upraszcza. Okażemy naprzód, że 
wyrażenia 
| stała Mm =n P 


Jakoż, z równości (25) otrzymujemy, ze względu na (19), (20), (24) 


Cp mw” = — h(g) uw 
.,/(1.3....(2p — 3) 
17 (> Joz = nt, 
czyli z uwagi, że według (4) 
„ 1.3... (2p — 3) 
C, =(—1)7* Pt W WARE , 
zaś YO = 2p i, 
będziemy mieli: 
GRA ATA 
(28) Ww = 2p 1 ri 


Biorąc pochodne wyrażenia (28) względem z i zważając na to 
że stosownie do naszych oznaczeń, jest 


k,o 
= =pt*"--u*", 
zaś 
u =—w''=0 dla k =1,8,...(2p — 2), 
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mamy 


W” "=0, m = |1,2,...,2p—1. 


Nadto, przypuszczając, że nasze twierdzenie: w” " = Const, it. d. 
jest prawdziwie dla n =0,1,...n, okażemy, że jest także prawdziwe 
dla n+1, to jest, że także w”**"** = Const i t. d. 

Jakoż wówczas z równości (26) otrzymujemy: 


GH JP mte n+1 = d’ Ls geai m+» - NER; det lps w” +1, n—1 -+ 
EA 7", 
i 


Lecz według przypuszczenia i wzorów (19) (20) wszystkie wyrazy 
prawej strony są równe zeru z wyjątkiem ostatniego, który według (24) 


jest równy (— 1)"*? RR) wi. 
Jest więc istotnie w”** "+! = Const., a stąd przez różniczkowanie 


otrzymujemy: 
o" "H = 0, k==2,...2p. 


Mamy więc z uwagi, że twierdzenie (28) jest sprawdzone dla 
n = 0 istotnie: 


E EE a, T E 
w 0 A IE JEGEG > jm n=0,1,..p—1, 


mter = 0 Km 1,2 ..9p—-1. 


(29) 


Dla m<n tj. n=m + r otrzymujemy ze wzoru (27), uwzględ- 
niając (29), związek 


m™ m+r __ et" gór" w" M Pa - | s” WBA w” kj JO POW 5 + 
(30) + Det ye wre, 


"BET" 
UP dr , 


gdzie ept = 


m =0,1,..(p—1), r=12,..(p—m— 1). 
Podstawiając w (30) — przy stałem m — zamiast r kolejno 


1,8,...,r, otrzymamy, po prawej stronie równości (30), funkcyą cal- 
kowitą wymierną argumentu z stopnia r-go kształtu: 


(30) w” "*"=(— 1) w" * Ze... [yy 217. a 
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gdzie i<<j<...<k<l mogą przyjmować wartości z szeregu liczb 
1,2,...,r; wykładniki m,, m,,... m,, m, czynią zadość równości: 
im +jm, +... + km, ++ lm, =r, zaś spółczynnik 


e s=m,— [ zm, s—m;,—1 
ZAP Jog «e (— 4)" ..tk+ęl >; [l opłt=© 11 żę r im =. à O e": +r—im, Wa: Zd „em „—sl 
s=o z0 szo 


Znak £ oznacza sumę iloczynów otrzymanych z wyrażenia sto- 
jącego pod znakiem £ przez permutacye dolnych wskaźników, przy- 
czem pamiętać należy o tem, że, jeżeli w iloczynie zastąpimy naprzy- 
kład: er =s przez ep*"-9 a (ep*""* przez e; T), to w następujących 
po er*""* czynnikach: eg *""9—, eg*""*-*,... należy we wskaźnikach 


górnych odejmować ł zamiast s, to jest: otrzymamy iloczyn 
UŁ oey k za a PY 


Mamy więc twierdzenie: 


Związki (29): 


RAA 
(= nțp+a kok 
r=l1,2,...,p—n—1 


i APA A (30) 
w” n+r á gu, » (z) 


przedstawiają wszystkie p* związków dwulinio- 
wych między peryodami całek gatunku l-go a pe- 
ryodami całek gatunku 2-go. 


g. 6. 


Co się tyczy związków dwuliniowych między peryodami całek 
gatunku drugiego, to kładąc: 


= 
U” * = Ufa” Br — af) m <n =0,1,... (p — 1), 


otrzymamy na podstawie (25) i (26) wzory: 


d; UP) y™ " = d; aty "et par ES d, Ue» vy” AT sk dO ao 
(31) + (— 1)" d: jee y™ e IE (— p "E Tai w” " 4 RZE 3 
-i (— erer Vaarey mw™ m 
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Ze wzoru tego łatwo dostrzedz, że v'”*" jest funkcyą zmiennej 
z całkowitą, wymierną, stopnia (m + m + 1)-go. 
BCE. 
Nakoniec także i wyprowadzenie związku stopnia (2p)-go między 
peryodami całek gatunku l-go i peryodami całek gatunku 2-go nie 
przedstawia trudności. 


Związek ten otrzymamy, obliczając wyznacznik: 


| HZa| MEDOK: SZYN TEASE W. "WPai 
MR) ALWE. ZBADA 7 A UO 


a?" j GES i a®-9 i BP" I e K > a" J ta E 


R a 
X; 201 872 z da > Pa + Jeg ta. Ng , Bp 
1 fa (1) (1) (1) (1) (1) 
E PŁ » da” , Pa ZEE TJ. OR 


(p—1) A(p— 1) (p—1) (P—1) (p—1) (p—1) 
dE BE, „Po NE o EE Pio az SZA 


Okażemy naprzód, że wyznacznik A ma wartość stałą, nieza- 
leżną od z. 

Jakoż, pomnóżmy (p + 1)-szy (p + 2)-gi, ... (2p)-ty wiersz 
tego wyznacznika odpowiednio przez dY, d,V”,..., de” ym 
i podstawny zamiast d U”? a” i dy UP BY (n = 0, 1, ... (p—1) 
i = 1,8,...p) wyrażenia (25) i (26), to otrzymamy po przestawie- 
niu wierszy: 

p (PHD n—p—s 
(— 357. 1 O A a A Zsa A R IE, SB, X [4 (2)]”. 

S EE A E A O 


aP, hEr- WAT ar’, op" 


Lecz wyznacznik stojący po prawej stronie, jako utworzony przez 
2p całek równania (4) i ich (2p — 1) pochodnych, jest równy 


— (27 m 
ó. © — 
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Jest więc istotnie 
A = stalej. 


Dla obliczenia tej stałej możemy użyć jakiegolwiek szczególnego 
przypadku naprzykład przyjąć z = 0, V(x) = x — 1, a otrzymamy 


3.5.7...(2p—3)% 29 z” 


POSTA VER AE duo, AE VIE EESE GA, UKARANIE 
CD’! 2p—3 €p 5... Cp FI Cp + 17" (2p—17" 
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